Ejercicios de Analisis Complejo
Relacion 1: Médulo de un nimero complejo.

. Demuéstrese la llamada “igualdad del paralelogramo™:
lz4+ WP+ |z— w2 = 2(|Z2 4+ w*) (zwe Q)
y expliguese su significado geomeétrico.

. Probar las identidades entre nimeros complejos:

a) [1-2w?—|z—w* = (1-7*)(1- W)
b) [1+2wW2+ |z—w? = (1+2%)(1+ [wf?)

. Estldiese la validez de cada una de las desigualdades:

a) ||z —w|| < |z—w|
b) z—w| < |1—2wW

1
©) |z+w| = 5(|z]+ |wl)

Z W
2,
17 |wl

dondez w son numeros complejos. Estidiese también cuando segladidad en cada una
de dichas desigualdades.

Sugerencia: Una estrategia basica para probar desigiealdantremodulos de nimeros
complejos consiste en elevar al cuadrado ambos miembresdésigualdad.

. Estldiese para cada una de las igualdades siguientag aldgun nimero complejpe C
con|z| = 1 que la verifica:

@|1Z24+2+1=3;0)|—2z—i|=4;(@) |2+ +2 =4+ |4+ 47|

. SeamA, B,C,D nlmeros reales tales q#é + B> +C? > D?. Pruébese que la ecuacion:
A(z+2)+iB(z—2)+C(zz—1)+D(zz+1) =0 (x)

representa, en el caso de queGeaD = 0, una recta en el plano; mientras qUEsiD £ 0,
representa una circunferencia cuyo centro y radio se eaifioul Reciprocamente, toda recta
o circunferencia del plano responde a la ecuac¢irparaA, B,C, D convenientes.

. Dados dos nimeros comples3 y un nimero positive # 1, justifiquese que el conjunto
z—a

{ZG(C: - :p}

representa una circunferencia en el plano.
. Dados dos numeros complejos/ 3, calctlese el minimo valor paac C de la cantidad
|z—af? +]z— B

Sugerencia: La igualdad del paralelogramo puede ser (til.



Ejercicios de Analisis Complejo
Relacibn 2: Un poco dealgebra.

1. Calcular las partes real e imaginaria de los nimeros:

2 14 1+iva\’
g (1HV3S ( —|> ( 1-i )

2. Resuélvanse las ecuaciones entre nimeros complejos:

a)|zZ—z=1+2i;b) |z +z=2+i;c)z=2.

. . 142z
3. Calcular los nUumeros complejadales quel—Z es:
(i) Un nimero real; (i) Un nimero imaginario puro.

4. Describanse las matrices reales cuadradas de ordenalmpgesentan aplicaciones lineales
deC enC, considerand@ como espacio vectorial sobre si mismo. Dedlzcase quéllel an
M2(RR) de las matrices reales cuadradas de orden dos contienenpo isemorfo aC.

Observacion: toda la dificultad de este ejercicio estéoamprender bien su enunciado. Como sabe-
mos la estructura del cuerfidcontiene la estructura d&° como espacio vectorial real: la suma es
la misma en ambos y el producto por escalares reales es upasdsalar del producto de nimeros
complejos. En consecuencia toda aplicacion complegalideC en C también es una aplicacion
real-lineal deR? enR?. La afirmacion reciproca no es cierta en general como secéambnsiderando

la aplicacion(x,y) — (X, —Y).

5. a) Pruébese que todo nUmero complejo no nale,C*, tiene dos raices cuadradas que
son opuestas entre si.
Notaremos,/z la Unica raiz cuadraday, de z tal que Réw) > 0 o bien Réw) =0 e
Im(w) > 0.

b) Estldiense las igualdades

a) Vap=vay/B; b) VaZ =

dondea y 3 son nimeros complejos.

6. Resolver la ecuacion cuadratiaZ + bz+ ¢ = 0 dondea, b, ¢, son nimeros complejos co-
nocidos ya # 0.

7. Pruébese la identidad

o+ = | 55 v +

z+w w‘

Sugerencia: la identidad del paralelogramo puede ser (til



Ejercicios de Analisis Complejo
Relacion 3: argumentos de un rimero complejo.

1. Decir como puede construirse geométricamente el ptodie dos nUmeros complejos me-
diante sus vectores asociados. Constriyase tampiEruando se conocec C*.

Sugerencia: En cada caso hay que construir un triangulejaate a otro conocido.

2. Encuentre los vértices de un poligono regulan @elos si su centro se encuentra en el punto
z= 0y uno de sus vérticeg es conocido.

3. a) Dados un niumero complep+# 0 y un nimero naturah > 2, calctlense todos los
nimerosw € C tales quen" = z
Cada uno de dichos nimeros se llanma raiz n-esima dez, y el conjunto de todas
ellaslo representaremos p@/"]. El valor principal de la ra iz n-esimadez se define

or
P arg argz

Vz= \”/|z|(cosTZ+i sen— ).
b) Representar en el plano el conjurid™).
4. Resolver la ecuaciofe— 1)" = (z+1)", dondeze Cy neN, n> 2.

5. Calculese arf@w) y arg(v—zv) supuestos conocidos &mryy arg(w).
6. Simplificar las expresiones:
a) 14 cosp+cos@ + - -+ cosnd;

b) senp +send +---+semd

dondep Ry neN.

Sugerencia: SillamamaoA& a la primera suma B a la segunda, calctleget iB haciendo
uso de la formula de De Moivre.

2m . 2 , .
7. SeeneN,n>2yw= coan+| senFn. Dado un nimero entern € Z, calctlese el valor
de las expresiones:
a) 1+w"+w2M4 ... fpn-m.
b) 1—w"+wPm— ... 4 (=) Iwn-1m,
8. Haciendo uso de la formula de De Demoivre probar que:
a) sen® =3 senp — 4 serfd;
b) cos4) =8 codd —8cogp+1;
c) sen® =5 senp — 20 serdP + 16 seR¢.



Ejercicios de Analisis Complejo
Relacibn 4: Argumentos continuos.

SeaA un subconjunto no vacio dé*. Un argumento en A o, mas apropiadamentena
funcion argumento enA, es cualquier funcior : A — R tal qued(z) € Arg(z) para todaz € A.
Un argumento continuoen A es cualquier funcibn argumento Amue ademas sea continua en

A

Por ejemplo, la funcion “argumento princigéluna funcion argumento en todo conjuma
C*; dicha funcién es un argumento continuo en todo conjéntoC* \ R™.

1.

SeaA un subconjuntaonexode C*, y supongamos que hay un argumento contifyan
A. Describanse todos los demas argumentos continuds en

. SeaC un subconjunto d&€* que contiene a una circunferencia centrada en cero. PFr@ébe

gue enC no hay ningln argumento continuén particular, en C* no hay argumentos
continuos.

Sugerencia: Sp es un argumento continuo énconsidérese leestriccion de ¢ al subcon-
junto conexcA = C(0,p)*\ {—p} y ndtese qu&A C C*\R™.

. Seanp € C*y S= {A\wp: A € R"} la semirrecta con origen en cero cuyo vector de direccion

eswp. Pruébese que existen argumentos continuds arsy dése una descripcion de todos
ellos.

Sugerencia: La idea es girar la semirreStzara llevarla al eje real negativo.

. Sea{z,} una sucesion de nUimeros complejos no nulos que convenga@mero complejo

no nuloz, y sead € Arg(z). Pruébese que hay una sucesjén} tal que para todocN es
O € Arg(z0) Y {90} — 0.

Sugerencia: Considérese en primer lugar el caso en guk

. Sea{z,} una sucesion de niUmeros complejos no nulos y paranedsd sea¢,, € Arg(z).

Supongamos qup,,} converge a un numerpy {|z,|} converge a un nUme Justifiquese
que la sucesibtfiz,} converge al nUmera= p(cosp +i senp).

. Dadoz = x+ iy, pruébese que

n—oo

lim (1+ ;)n = &'(cosy+i sery).

Sugerencia: Hagase uso del ejercicio anterior y la forrdeal®e Moivre.

. Seaze C*y ¢ € Arg(2). Pruébese que

nlmn(\n/m(cosq’ +ise ‘:;)—1) = log|z| + .

n

. Seaze C, con|zl = 1,z+# 1. Pruébese que la sucesifxi} no converge. Dedlzcase quési

es un namero real que no es un multiplo enteratdas sucesionescosnd)} y {ser(nd)}
no convergen.



Ejercicios de Analisis Complejo
Relacion 5: Sucesiones y series.

1. Pruébese quz,} — o si, y solo si, la sucesiofiz,} no tiene ningln valor de adherencia en
C.

Recuérdese que, dada una sucesion de nimeros comglgjosse dice que un nUmero
complejo,w, es unvalor de adherenciade dicha sucesion, si hay alguna sucesién parcial,

{Xs(n) } que converge w.

2. Pruébese que la sucesifm} dada, para todoe N, por:

0 [
Zy = <1+ _> 5
N
tiene como valores de adherencia todos los puntos de una cieunferencia.

3. Estidiese la convergencia de las series:

1 cosn-+isem

a)Zm;b)z n c) >

n>0 n>1 n>1
cosl +isent (=" 1
Ve Zz(fﬂ )”+'nﬁ>

m . T | (2+1)" (3+4i)"
Y (Cosanrlsen?)’ 9 n;(14—2 r‘n Lo 2i(4+ 30N +7

n>1

cosn-+isem
n2

4. Pruébese que sila serE z, converge y, para todoc N, se verifica quéarg(z,)| < a, para
n>1
L i . .
algn nimero & a < > entonces dicha serie converge absolutamente.

5. Supongamos que las serigszn Yy Z Zﬁ son convergentes y que, para tCFdBN, se verifica
n>1 n>1

que Ré€z,) > 0. Pruébese qu{ |z,|? es convergente.

n>1

6. La seriez Z, tiene la propiedad de que las cuatro partes suyas formaddgsp@rminos
n>1
pertenecientes a un mismo cuadrante cerrado del planorgemnvéDemuéstrese que dicha

serie es absolutamente convergente.

7. Demuéstrese queB(z) = ap+ ai1z+ --- + a,Z" es una funcién polinbmica de grade> 1,
se verifica que linP(z) = co.
Z—00



Ejercicios de Analisis Complejo
Relacibn 6: Funciones holomorfas, series de potencias.

. SeaQ un dominio yf € H(Q). Supongamos que hay nimem$,ccR cona® + b? > 0,
tales queaRef(z)+bImf(z) =c Vze Q. Pruébese qué es constante eq.

. Se un abierto yf € H(Q). SeamY* = {z:2€ Q} y f*: Q* — R la funcion definida por:

f*(z2) = f(2), Vze Q*. Pruébese qué* es holomorfa ef2*.

. Hallese una funciom € H(C) tal que Ref (x+iy) = x* —6x2y? +y*, Vx,y € R. Si se exige
que sed (0) =0, entonces dicha funcion es Gnica.

. Encontrar una condiciébn necesaria y suficiente que delmaplir los nUmeros realesb, ¢
para que exista una funciéinc H(C), verificando que R&(x-+iy) = ax? + bxy+ cy? para
todosx,y € R. Determinar, cuando dicha condicion se cumpla, todasulasidnes enteras
f cuya parte real es de la forma indicada.

. Calculese el radio de convergencia de las siguientes s potencias:

a) Zl:—f]z“ o) n;ZZH ; C) n;)znz”! : d)

n=

e) n;(nJra”)z” (aeC); f) n;a"zzn (aeC); g) n; (g —-E (g))nz”

. Estudiar el comportamiento en la frontera del disco deergencia de las series:

a)z%z”;b)z

n>1 n>1

Z)[?Hr (=)

n=

(=" . (=1 5, 13...(2n—1)\"
o 292 Togn 2 ’d)z<—2,4...(2n) > 7 (p<R)

n>1

. Seaf(z) = Z)z”!, (|7 < 1). Dadozg= exp(gzm) (p,q€Z), pruebese I'|1rhf(pzo)] = +oo,
p—
n=

p<1

. 1 -1
. Justifiquese que la serianzn dondeaz = o apan = o y a, = 0 en otro caso, conver-
n=

. 2kri o
ge en todo punto del conjunfo= {exp(B—;"> 'meN, ke Z} y no converge en ningln

2k+1)ru
punto deB = {exp (i),_im)m
sos en la circunferencia unidad.
2,3
Sugerencia: Calcllese en cada c%«akzk.
K=1

> 'meN, ke Z}. Justifiquese quAy B son ambos den-



Ejercicios de Analisis Complejo
Relacion 7: Criterios de convergencia no absoluta.

1. Criterio general de Dirichlet. SeaQ un conjunto no vacio{f,} y {gn} sucesiones de
funciones de&Q enC. SeaA un subconjunto no vacio dey supongamos que:

i) La sucesion{F,} de las sumas parciales de la s€xig, esta uniformemente acotadan
ii) La seriey |gn — gnr1| converge uniformemente e
i) La sucesion{gn} converge uniformemente a cero&n

Probar que la serig f,gn converge uniformemente én Indicacion:

p p
Z frikOnik = Z Frik(Onik — Onike1) + FnopOns pra — FnGnia
k=1 k=1

Casos particulares.a) Si para cadx € Q {gn(X)} es una sucesion de numeros reales
monobtona entonces la condicion ii) es consecuencia de iii).

b) Si{gn} es una sucesion de funciones constanted,ass decir{g,} = {a,} donde{a,} es
unasucesbn monotona convergente a cero de iimeros reales entonces las condiciones
ii) y iii) se verifican trivialmente en todo subconjunto @e

2. Sea{a,} una sucesion de numeros reales decreciente a cero. Baralcaer® €)0, 1], sea
As={zeC:|7 <1, |z—1] > &}. Pruébese que la sefjea,z" converge uniformemente en
As . Dedlzcase que dicha serie converge en todo punto de imfeérencia unidad salvo,
eventualmente, en el punto 1.

3. Criterio general de Abel. SeaQ un conjunto no vacid fn} y {gn} sucesiones de funciones
de Q enC. SeaA un subconjunto no vacio de y supongamos que:

i) La seriey f, converge uniformemente ¢

ii) La sucesion de sumas parciales de la sgrip+ Z |On — On-+1| €sta uniformemente aco-
n>1

tada enrA.

Probar que la seri§ f g, converge uniformemente ek Indicacion: sed = 57, fn y

F,= z’j‘:1 f;, entonces

p p
Z frikOnik = Z (Frik = F)(Onk — Onikt1) + (Forp— F)Onipr1 — (Fn—F)Onia
k=1 k=1

Casos particulares.a) Si para cadx € Q {gn(X)} es una sucesion de numeros reales
monobtonay la sucesion{g,} esta uniformemente acotada&entonces se verifica la con-
dicion ii).

b) Siy f, es una serie de funciones constanteQees deciry f, =S a, dondey a, es una
serie convergente de imeros complejos entonces la condicion i) se verifica trivialmente
en todo subconjunto dé.



4. Seaz)anz” una serie de potencias con radio de convergencia igual gpbng§amos que la
>

n>
serie converge en un purzgde la circunferencia unidad. Pruébese que:

a) Y azg=Ilim|$ an(rzo)"

2o L;

b) Para cadd > 1 la serie converge uniformemente en el conjunto
Su={zeC:[4 <1, [z-2| <M(1-|2)}

, (_1)E(ﬁ)
5. Pruébese que la serE ~
n>1 n

Z" converge en todo punto de la circunferencia unidad.



Ejercicios de Analisis Complejo
Relacion 8: Funciones anditticas, funcion exponencial y
logaritmos complejos.

1. SeaQ un abierto erC y f e H(Q). Supongamos qu& es analitica ef. Justifiquese que
tambiénf es analitica eQ.

Aplicacion: La funcion “logaritmo principd® analitica erC*\R ™.

2. Seaf(z) = Zanzn y supongamos quégy| > Z nja,|p"~ dondep es un cierto nimero
n=0
positivo. Pruébese quE es inyectiva en el dlscl(O p).

Dedlzcase que una funcion analitica en un abi@rtouya derivada no se anula en ningln
punto deQ, eslocalmentdnyectiva enQ. ¢ Puede asegurarse que una tal funcion es inyectiva
enQ?.

3. Principio de identidad para funciones anaiticas.

a) Seaf una funcion analitica en un dominid Supongamos que el conjunto de los ceros de
f,Z(f)={zeQ: f(z) =0}, tiene algln punto de acumulacibn@nPruébese qué(z) =
para toda € Q.

Sugerencia: Definamas= {we Q: f(w) = 0 vke NU {0} }. Justifiquese que todo punto
deQ que sea un punto de acumulacionZié ) esta erA. AdemasA es cerrado relativo @
y también es abierto.

b) Seanf, g analiticas en un domini@. Supongamos que el conjunfec Q: f(z) =g(2)}
tiene alglin punto de acumulacion @nDedlzcase qué(z) = g(z) para toda € Q.

4. Seaf analitica en un domini®@ que contiene a cero y es simétrico respecto al eje real.
Supongamos que hay una sucesiéft — 0 de puntos d@ NR* tal quef(a,) €R VneN.
Justifiquese qué(z) = f(z) Vze Q.

Sugerencia: La funciéa— f(2) es analitica e.
5. Seaf: C — R una funcion verificando
f(z+w) = f(z)f(w), YzweC.

Probar que sif es derivable en un punto entoncegs entera. Encontrar todas las funciones
enteras que verifiqguen la condicién anterior. Dar un ejendel una funcion que verifique
dicha propiedad y no sea entera.

6. a) Estudiar, parac C* y neN, las igualdades:
a) log(exp(z)) = z; b) exp(log(z)) = z; c) log <%> = —log(2);

) log(/2) = 2 &) log(") = log ).

b) Justificar que la funcion “logaritmo princip&inyectiva.

c¢) Pruébese que la funcion exponencial establece unediiyeentre los conjuntd8*\R™
y Q={zeC": —t< Im(z) < 1}.



7.

10.

Obténgase la imagen por la funcién exponencial de:
i) Una recta paralela a uno de los ejes coordenados.

i) Un rectangulo de lados paralelos a los ejes coordenados

. Estudiar la convergencia de las series de funcionés eteC:

Z)exp(—nz); ZJexp(—nzz).

o0 (_1)n+1
log(1+2)= % Tzn vze D(0,1)
n=1

. Pruébese que

a) Dedlzcase que para tofle| — 11, 11 se tiene:

00 (_1)n+l

2

n=1

cognb) = log (2005%) ; i (-1

n=1

sennd) = g

b) Cambianda por —z, dedlizcase que para tofl@]0, 21 se tiene:

= cognod) 8\ <ZsernB) Tm-—6
Ziz—log<236n§>, Z T

n=1 n=1

Sugerencia: Hagase uso del ejercicio 4 de la relacion 7.

Consideremos la funcioh definida por f(z) = log % Vze C\{1,—1}. Pruébese

que f es holomorfa er€ \ {x € R: [x| > 1} y, en particular, e>(0,1). Pruébese también
00 Z2n+1

quef(z) =2 Z)m , Vze D(0,1) y apliquese este resultado para obtener la suma de las
n=

series
cog2n+1)6 ser(2n+1)6

2n+1 ’nzo 2n+1

0<8<m)

2

n>0

10



Ejercicios de Analisis Complejo
Relacibn 9: Potencias complejas.

Recordemos que, dados un niumero complejo no = un nimero complejb, se definen las
potencias de basey exponentéd como el conjunto

[a%] = {exp(bw) : we Log(a)}.

El nimeroa® = exp(blog(a)) se llama elalor principal de la potencia de baseay exponente
b.

1. Dados un numero complejo£ 0 y un nUmero natural > 2, justifiquese que la definicion
dada arriba déz/"| coincide con la definicion dgg*/"| dada en el ejercicio tercero de la
relacion 3, es decir:

{exp(%w) Jwe Log(z)} ={ueC:u"=1z.

Justifiquese también qu&™ coincide con el valor principal de la raiz de ordedez, vz,
tal como éste se definié en el ejercicio antes referido.

2. Dar condiciones necesarias y suficientes que deberasatisfes nUmeros complejos no nu-
losa, b, c, para que se verifique la igualdggc)® = aPc®. Estudiar, en particular, la igualdad

v/ac= y/ay/C.

3. Estldiese la igualdad

van=(ya™ (mneN,n>2acC").

4. Digase qué relacion hay entre los conjuried¥"] y [(@™)"], dondeac C*, m,neN,n>2.
¢, Qué puede afirmarse, en particular, cuamgon son primos entre si?.

5. Dar condiciones necesarias y suficientes para que elrdorial] sea finito.

Dados una funcion complejd, definida en un subconjuntd de C y un nimero natural

n> 2, cualquier funcibng: A— R, tal que(g(z))" = f(z) para todoze A (equivalente-
mente,g(2) € [(f(2))¥"] para todozec A), se llama una (funcion) raiz de ordarde f en

A. Una (funcion) raiz de ordemde la funcion identidad eA se llama, simplemente, una
(funcidn) raiz de ordem en A. Como de costumbre las (funciones) raices de orden 2 se
llaman (funciones) raices cuadradas. Las expresionesdeaordem continua” o “raiz de
ordenn holomorfa” se entienden por si mismas.

6. Seaf una funcién holomorfa en un abierfdy supongamos qué tiene argumentos conti-
nuos erQ. Justifiquese qué tiene raices holomorfas €hde cualquier orden.

7. Justifiqguese que en ningln conjutgue contenga a una circunferencia centrada en cero
puede haber (funciones) raices cuadradas continuas.

11



8. SeaQ = C\ {iy:y € R, |y| > 1}. Probar que existe una funciéhholomorfa enQ que
verifica:

senf(z) = zcosf(z) Vze Q, f(x)=arctgx VxeR.
Compruébese qué'(2) = %, Vz e Qy dedlzcase que

00 Z2n+1
f(z) = ZO(—l)"Zn+l vze D(0,1).

9. Seaa € Cy {z} una sucesion de complejos no nulos tal qim|} — +c. Demuéstrese

que
{ <1+ %)A} — expa) ; {zq (a% - 1>} —log(a) (a#0)

10. Seaa € C*. Pruébese que

a—1)...(a—n+1)

o Z' vze D(0,1).

(1+2°%=1+ i A
n=1

12



Ejercicios de Analisis Complejo
Relacion 10: Integracion de funciones complejas.
Teoria de Cauchy local.
Propiedades locales de las funciones holomorfas.

. Calcular/zdzsiendoy: [0,2] — R el camino dado por:
Y

a) y(t) =t2+it; b) y(t) = 2t +it; ¢) v(t):{ §:t+4(t—1) (1)23

. Calcular [ Re(z)dz siendoy: [0,1] — R el camino dado por:
Y

a) y(t) =t+it; b) y(t) = exp(2rit)
. Seay: [a,b] — R un camino yy el camino conjugado dg Pruébese que:

/f(z)dz: ﬁﬁdz (VfeC(y))
Y y

Dedlzcase que g$ies continua en la circunferencia unidad:

—dz
f(zdz= —/ f(z2) =
/0(0,1) @ c(0,1) @ z

. CaIcUIese/ P(z)dzdondeP(z) es una funcion polinbmica no constante.
C(aR)

. SeaQ abierto enC, f € H(Q) y yun camino cerrado eQ. Pruébese qu?(f(z) f/(z)dz es
y

un nimero imaginario puro.

. SeaacC; A={zeC:0<|z—a <ra<argz—a)<B},conr >0y —m<a <B<T
Supongamos quées continua el y que limz—a) f(z) = L € C. Pongamos para<t <

zeAr

B, v: (t) = a+re'. Pruébese que

Iim/ f(2)dz=i(B—a)L

r—0 Yr

. Seaf continua en el semiplano superior y tal que Ififz) = 0. Pruébese que 5i> 0y l'r
Imz>0
es la semicircunferencia de centro 0 y raRioontenida en el semiplano superior, entonces

lim [ é¥f(z)dz=0.
R—+o /I

. Seaac Cy f una funcibn continua efize C:r < |z—a] < R} donde O<r < R. Sea
{rn} = Rconr < rp < R. Pruébese que

lim fzdz:/ f(2)dz
N— JC(arn) () C(a,R) ()
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Pruébese que para<0r < 1, se tiene qu?f

log(1+2)

dz=0; y dedlzcase que
c(or) z

21
/ log(1+r2+ 2r cosB) d8 — 0
0

Seaf holomorfa en un abiert® C Cy verificando qug f(z) — 1| < 1 Vze Q. Justifiquese

!/
que /ff((zz)) dz=0 paratodo camino cerragenQ.
y

Integrando la funcioh: C — R dada por:

.Z_

1 .
h(z) = . Vze C*, h(0) =i

a lo largo del camino formado por la yuxtaposicion del segpme-r,r] y de la semicircun-

ferenciay; de centro 0 y radio contenida en el semiplano superior, deducir que para todo

r > 0 se verifica que:
' serx ‘ Tt
/ X d B r

SeanQ=C\{i,—i}y f(2) = Vz e Q. Justifiqguese qué no admite una primitiva

enQ.

1
14+ 22’

Integrales de Cauchy.Seay un camino erCy ¢:y* — R una funcién continua. Pruébese
que la funcionf: C\ y* — R definida por:

z):/y\?il(—iv)zdw vze C\y'

es analitica y sus derivadas vienen dadas por:

()
f k!(z) :/y(wq)_(\;\;)kﬂdw Vze C\y, vkeN.

dz -
Calcular | —— dondey(t) = cost + L sert, Vvt e [—T 1.
/y1_|_22 y( ) + 2 ) S [ ) ]

Seay=C(ar) y b,c e C\y". Calcular todos los posibles valores dﬁ Z=0

dependiendo de la posicion relativa de los puttgsc respecto de la cwcunferenoya

Calcular la mtegral/ 7 paray=C(%,3), y=C(L 3), y=C(2,3).

Calcular la integral dzdonder > 0, r # 2.

coyr) Z(Z +4)

Dadon € N, calcular las siguientes integrales:

4
/ _senzdz;/ e dz;/ IO—gzdz
co1 2" co1 2 cil 20
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19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

Seaf una funcion entera,b € C cona# by R> max{|al,|b|}. Pruébese que

f(z) . f(b)—f(a)
/C(O,R)(Z—a)(z—b)dz_zm b_a

Dedlzcase que toda funcibn entera y acotada es constante.

Calculense las integrales:
dw

3) /C(O.r) (w—a)(w—b)m (

meN, |b| <r < |a])

[P
clor) (W—awrt
dondeP(z) es una funcion polinomica de grady |a| <.

Desarrollo limitado de Taylor. Seaf una funcidbn holomorfa en un abierto que contenga a
D(a,r). Pruébese que para tode D(a,r) y todoneN es:

IR CIEY (z—a)m? f(w)
@2 w -2+ oy /C(o,r> (W—2)(w—2a)™

Seaf una funcibn entera verificando:
f(z) = f(z+1) = f(z+i) vVzeC.
Pruébese qué es constante.

Seaf una funcion entera tal que:
|f(z2)| <A+B|Z* Vze Ccon|z > M
dondeA B, a,M son constantes no negativas. Pruébesefgae una funcion polindmica.

Seaf una funcion entera verificando que life) = . Pruébese qud es una funcion
Z—r00
polinbmica.

Obtener el desarrollo en serie de potencias centradiogigen de la funciénf, y calcular
el radio de convergencia de la serie resultante en cada uos digjuientes casos:

a) f(z):ﬁ Vze C\{-1}
b) f(z) =log(Z2—3z+2) vVze C\{1,2}
¢) f(2) =cog(2) VzeC

1
1-1/4

Seaf ¢ H(D(0,1)) tal que |f(z)| <
para todmneN.

(]2 < 1). Pruébese quéf™(0)| < e(n—+ 1)!

15



27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

En cada uno de los siguientes casos, determinar si hayuoo@én f € H(Q) tal que
f("(0) = a,, Vn € N. En caso afirmativo, encontrar todas las funciohegie verifiquen
las condiciones pedidas.

a) Q=C a,=nVvneN

b) Q=C ay,=(n+1)! VneN

c) Q=D(0,1) ay=2"n! Vne N

d) Q=D(0,3) an=n" ¥neN
En cada uno de los siguientes casos, decidir si existiooi@n f holomorfa en un entorno
del origen, verificando qué(1/n) = a, para todo nUmero naturalsuficientemente grande:

a) agn=0, an_1=1VneN

b) an=azm 1= VneEN,

C) an:W”1 VYne N.

Seaf una funcion entera verificando qyig(z)| = 1 para todoz € C con |zl = 1. Pruébese
que f es de la formaf (z) = aZz" donden es un nimero natural o bien=0vy |a| = 1.

Seaf una funcion entera no constante. Se define
M(r)=max|f(z)|:|zZ=r} (r>0).

Probar que la funcioM es estrictamente creciente y, [IM(r) = +oo.
r—-o00

Seaf una funcién entera tal qugR) C R. Probar quef(z) = f(z) Vze C.

SeaQ un dominio acotado del plano §f,} una sucesion de funciones continuasCey
holomorfas e. Probar que s{ f,} converge uniformemente en la frontera@eambién
converge uniformemente é€h

SeaQ un abierto del planof € H(Q) y 7o € Q. Pruébese que en cualquier entornazgle
f(b)— f(a)

b—a
Seaf una funcibn entera no constant@y- 0. Probar que la adherencia del conjufizae
C:|f(2)| < p} coincide con{ze C : |f(z)| < p}.

hay puntosa, b tales quef’(z) =

Probar que toda funcion entera que no tome valoressrealeonstante.

. ., , 1 ,
Se considera la sucesion de funciones daddfjor = = ser(nz). Pruébese quéf,} con-
verge uniformemente €R pero no converge uniformemente en ningln subconjuntatabie
deC.

Probar que la serici
n>1

7 converge et (0,1) y que su suma es una funcion holomorfa.

Sear); y Q, abiertos del planog: Q; — R continua corg(Q;) C Qa2 y f € H(Qy) tal que
f'(z) # 0 Vze Q,. Probar que sf o g es holomorfa ef2; también lo eg.
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39

40

41.

42.

43.

44.

45,

46.

47.

48.

49.

. Seaf una funcion entera tal qugz) € R paralz| = 1. Probar qué es constante.

. Sear); y Q, dos abiertos del pland, e H(Q1) con f(Q1) C Qp, y ue A(Qy). Probar que
la composicidruo f es armonica ef;.

Seanf y g dos funciones enteras cuya composicion es constantee g®plede afirmar
sobref y g?.

Seanf,g:D(0,1) — C funciones holomorfas en el disco abierto unidad y contirerasl
disco cerrado unidad. Se supone que para 1 se verifica que

92 = (2
Pruébese qué y g son constantes.

Seaf una funcion entera no constante. Supongamos que existeernsa > 0, M > 0 ve-
rificandose quéf(z)| > a siempre quéz| > M. Pruébese qué es una funcion polindbmica.

Seaf € H(C") verificando:

Isz(z) :Zlmf(z) = oo,

Pruébese qué tiene un cero ef”.
Seaf una funcion entera. Para> 1 se define

dondeM(r) = max{|f(z)| : |2 = r}. Demuéstrese qué es una funcion polindbmica si, y
soOlo si,A tiene limite finito end-oo.

Seanf y g dos funciones enteras no constantes verificando| fj| < |g(z)| para todo
ze C. ¢Qué se puede afirmar sobirg g~.

Seaf una funcidon holomorfa en el disco unidad verificando (@) = 0. Probar que la

serie z f(Z") converge en el disco unidad y que su suma es una funcion bhdrmen el
n>1

disco unidad.

Seaf una funcién holomorfa en un disco de centro cero y r&iio 1. Calculese

i/ Tw) dw
21 Jec(oyyW—2

paraze C, |7 # 1.

Seaf holomorfa en un abiert®, ac Qy f’(a) # 0. Pruébese que, para> 0 suficiente-
mente pequefio, se verifica que:

211 1

f’(a) N /C(ayr)m

dw

17



Ejercicios de Analisis Complejo

Relacion 11: indice de un punto respecto de una curva cerrada. Forma genet del teorema
de Cauchy. Desarrollo en serie de Laurent. Singularidadesisladas.

1.

10.

11.

Justifiquese que el indice de un punto respecto de uxa carrada es invariante por giros,
homotecias y traslaciones.

. Segp : [~ 1 — R una funcion continua tal que(m) = p(—T), y seay: [-T, 1] — R la

curva definida, para tode [Tt 71, por y(t) = p(t)€". Calclese Ing(z) para cadac C\y".

. Considérense las curvas:

Vilt) =t, vte[-L1; yalt) =€t Vte0m y y=yitya.

Calculese Inglz) para cadaec C\y".

. Consideremos la poligongd=[a+ib,c+ib,c+id,a+id,a-+ ib],dondea, b, c,d son nUme-

ros reales tales que< cy b < d. Calcllese Ing(z) para cadae C\y*.

. Pruébese que §i es un dominio estrelladd; \ Q no tiene componentes conexas acotadas.

. Sean : [0,+o[— C una funcibn continua tal qui(0) =0 yt£r+n a(t) =o. Justifiguese que

el conjuntoQ = C\{a(t):t >0} es abierto y que existee H(Q) tal que expf(z)) = zpara
todoze Q.

. SeaQ un abierto simplemente conexo del plano que no contieneralyceontiene &R ™.

Justifiquese que existiec H((Q) tal que f (x) = X* para todaxc R™. ¢ Puede suprimirse la
hipotesis de qu& sea simplemente conexo?

. Dados dos nimeros complejos distintog b, seaQ el dominio obtenido al suprimir en

el plano el segmento de extremas/ b. Justifiquese qu& no es simplemente conexo.
Pruébese que existe una funciba 3(Q) tal que[f(2)]2 = (z— a)(z—b) para todxe Q.

. Searg,be C tales qudal < |b|. Obténgase el desarrollo en serie de Laurent de la funcion

1

f(z) = z—a)(z-b) (zeC\{ab})

en cada uno de los anillo\(0;

al,[b

)s A(0;|b], +e0), A(a; 0, [b—a]) y A(&; |b—a], +-e).

Obténgase el desarrollo en serie de Laurent de ladnnci”
H2) = o (zeC\{-1,1})
L |

en cada uno de los anillos siguient&$i;0,2) y A(1;2, +).

Clasificar las singularidades, determinando en cadalagerte principal, de las funciones
f: Q — R siguientes:
muazligﬁﬁ Q=C" (neN),
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

b) f(2) :z”sen% Q=C" (neN),

c)f(z):log(z%z) Q=C\{xeR:x<-1},
d)f(z):z(l_ilemz) Q-C\z,
e)f(z):tgiTIZ Q=C\Z

SeaQ un abierto en el plan@e Q y f una funcidn holomorfa e\ {a}. ¢ Qué relacion
existe entre las posibles singularidadesaele las funcioned y f'?

Seanf y g funciones holomorfas en un entorno reducido de un pankstidiese el com-
portamiento em de las funciones 4+ gy fg, supuesto conocido el dey g.

La funcionf es holomorfa en un entorno del pury la funciong tiene un polo de ordem
en el puntof (a). ¢ Como se comporta en el pumtéa funcibn compuestgo f? ¢ Qué ocurre
si g tiene una singularidad esencial &h

Seaa una singularidad aislada de una funciirPruébese que la funcion Re no puede
estar mayorada ni minorada en un entorno reducida @edizcase que la funcion eXp
tiene una singularidad esencial&n

SeaQ abierto enC, {ay} una sucesion de puntos distintos @e&jue converge a un punto
ac Q. Seaf una funcion holomorfa e = Q\{a,:neN} U {a} y que tiene un polo en
cada punt@,. Pruébese que, para capla 0, el conjuntof (D(a,p) "U) es denso ef.

SeaR > 0,acD(0,R) y f una funcion holomorfa eB(0,R)\{a} que tiene un polo simple
(n

f (0). Pruébese que I’n{\ Cn } —a
nl Cn+1

Seaf una funcidbn holomorfa eft excepto en un nimero finito de puntos que son polos de
f. Supongamos, ademas, gluéene limite (finito o infinito) en infinito. Pruébese qfies
una funcion racional.

ena. Seac,=

Sedd =C\Z. Justifiqguese que las funcionéy h definidas e por:
™ o1
f(2) = oo h(2) = n:z_mm (zeQ)

son holomorfas e y tienen la misma parte principal en cada entesdZ.

Dedlzcase que la funci@iz) = f(z) —h(z), (ze Q), puede extenderse a una funcion entera
y acotada y que, por tantg,es idénticamente nula.
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Ejercicios de Analisis Complejo
Relacion 12: Aplicaciones del teorema de los residuos aéfculo de integrales reales y suma
de series.

1. Probar, usando el teorema de los residuos, que parfaQ a se tiene:

/nLﬁtdt n (a— \/a2—b2).
0

atbcos b2
2. Probar que, paraf a< 1, se tiene:

2n cog 3t a?—a+1l

=TI
o 1+a2—2acos2? l—a

3. Probar que, pamac N, se tiene:

2M(1+4 2cog)"cosnt 2n
dt=—(3-v5".
/o 3+ 2cod \/E( v5)

4. Probar que, pamac N, se tiene:

2n 21T
/ cognt — sert) exp(cost) dt = PR
0 !
5. Probar que, para cualesquietd > 0O, se tiene:
/+°° dx _ m(a+2b)
o (X4 a%)(x2+Db%)2  2ab¥(a+b)2’

6. Probar que, pam> 0, se tiene:

T 8 dx— 3m/2
/_oo (x*+ath2"" 8ga

7. Integrando una conveniente funcion compleja a lo lamgydadfrontera del sector circular

21 _ .
{ze C*:|zZ <R, O< argz) < F}’ conR> 0 suficientemente grande, calcular la integral

+o0

A 1+Xndx (g,neN,n—q>2).

8. Probar que, pamat > 0, se tiene:

dx

T costx m _at
/_Oo Cap :ﬁ(h-at)e .

9. Probar que:

+° X senmx
51

o X BX1 6
10. Sea> % Integrando a lo largo de la poligorjalTt, 11, 71+ in, — 11+ in, — 17 (n€ N) la funcion
z— ——— , probar que:
a—e”?

n X Serx dx—znlo 1+a
_nl+a?2—2acosx = a 9\ =2 )
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11. Integrando la funciom — 2 a lo largo de la frontera de la mitad superior del anillo
A(0,¢,R), probar que:
+* serfx Tt
/ >—dx= .
0 X 2

12. Integrando una conveniente funcibn compleja a lo laeyta frontera de la mitad superior
del anilloA(Q,,R), probar que, paral < a < 3, a # 1, se verifica:

oo x@ 1 L
/0 de: Z(l—d)sec?.

13. Pruébese, integrando una conveniente funcion cgangl® largo de la poligonal cerrada
I(a,b) =[—a, b,b+2m, —a+ 2mi, —a] (a> 0,b > 0), que

—+o0 eC(X d i
o 1 e T ser(am)

dondea es un parametro real yOa < 1.

14. Probar que, parafa < 2, a # 1, se verifica:
teo to-l gt [ 2t seng(1—a)
- — -  OXx=——- -
o 1+4+t+t2 N V3  sermm
15. Pruébese, integrando una conveniente funcion cgengle largo de la frontera de la mitad
superior del anillA(0;e,R) (0 < € < R), que

oo xo dx— Tt
o 1+x2 " 2cogY)

dondea es un parametro realyl < a < 1.

. log(i . .
16. Integrando la funciorf (z) = % a lo largo de la frontera de la mitad superior del

anillo A(0;e,R), 0< € < 1< R, probar que

/+°° log(1+ x?)
0

11,2 dx=Ttlog2

17. Integrando una conveniente funcion a lo largo de lagpakl[a, b, b+ 11, a+ 11, a], donde
a<0<b, pruébese que
oo (X _ @ X %d 1 eT[/Z_e—T[/Z
————senXdx=m—————
o X e V2 €4e T

18. Integrando la funcion _
_ztie?—i

f(z) = 3

alo largo de la frontera de la mitad superior del arMl®;¢, R), probar que

TR X — senx e
3 dx= -
0 X 4
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19.

20.

21.

22.

Pruébese, integrando una conveniente funcién cganali largo de la poligonal cerrada
(a,b) =[a, b, b+, a+ 1, a (a<0<b), que
+o00 eGX TT
dx=
o Bt EX 2cog30a)

dondea es un parametro realyl < a < 1.

Definamos, para cada C*, h(z) = log(—iz) +i g Dadoa €] — 1,1], intégrese la funcion

exp(ah(z))h(z)

f(z) = 117

alo largo de la frontera de la mitad del anifg0;¢,R), 0 < € < 1 < R, que esta contenida
en el semiplano superior para obtener el valor de las irftegra

/+°°x°‘ log(x) dx +eo «
0 1+x2 o 1+x°

Justifiquese que, excepto para ciertos valorea (tpie se precisaran en cada caso), se
verifican las siguientes igualdades:

ol 1 1/m 1
ay —-——==(—cothma— = |;
)nZln2+a2 2<a a2>

T[
n=

© 1 ™®

n— a)2 ~ seRm’

9 2.

T
9 ;nz + a2 " Zashma’

& )" i M1t
Zn4 a* 2a%* 4a3 \senma  shm/’

alo largo de la frontera del cuadrado cuyos vértices son

., TIseraz
Integrando la funcioz —
Zsenz

(F1Fi)(n+ 1) dondenc N, justificar las igualdades:

a) z i) jasalial seman _ 2(T[2 _);

) n;(2n+1)3 B 3_2'
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1.

10.

11.

12.

13.

Ejercicios de Analisis Complejo
Relacion 13: Principio del argumento. Teoremas de Roudhy de Hurwitz

Calculese el nimero de ceros de cada una de las sigufentgones en el semiplano de la
derecha:

a)P(2) = 2 + 228 — 22+ 10;

b) P(z) = 2 + 228 — 2z 10;

C)P(2) =2 -2 —4z+6;

d)P(2) = 2+ 52 + 1122 + 42+ 1;

e)P(2) = +22+ 62 +524 82 +4z+1;
f) P(2) =2 — 32+ 22 +5.

. Calculese la distribucion por cuadrantes de los cezbpalinomio

P2 =2 +2-2+32+62+2z+5.

. Dados un nimero naturaly dos nimeros reales distintos de carg b, determinese el

nimero de ceros del polinomis" + azZ"~ 4 b? situados en el semiplano de la derecha.

. Calcllese el nimero de ceros del polinorfi@) = 22 + 22 + 472 + 2 en cada uno de los

discosD(0, 3), D(0,1) y D(0,2).

. Justifiquese que pamc R, a > g, la ecuacione” = aZ", tienen soluciones distintas en

D(0,1).

. Pruébese que la ecuacifn+ 1)e~* = 2z— 2 tiene solucidon Gnica en el semiplano de la
derecha.

. Pruébese que los ceros del polinorie-iz3 4- 1 pertenecen al disdd(0, %) y determinese

cuantos de ellos se hallan en el primer cuadrante.

. Pruébese que todos los ceros del polinodi¢ 32 + 72+ 5 se hallan situados en el anillo

A(O, %, %) y que exactamente dos de ellos estan en el primer cuadrante.

. Determinese el nimero de ceros del polinoRijg) = 22° +4z— 1 en el anilloA(0;1,2) y

en el semiplano de la derecha.

Pruébese que todos los ceros del polinoRiip) = 2 — 32 + 222 + 6 pertenecen al anillo
A(0;1, Z) y determinar cuantos de ellos se hallan en el semiplano deréeha.

Determinese el nimero de ceros del polinoR(@ = 2 —42°+7— 2 en el anilloA(0; 1, 2)
y en el semiplano de la derecha.

Determinese el nimero de ceros del polinoR(ip) = Z* — 72+ 2z+ 4 en el disco unidad y
en el primer cuadrante.

Determinese el numero de ceros del polinoRiip) = 222 — 22 +4z+ 1 en el semiplano de
la derecha.
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14. Determinese el nimero de ceros del polinoR(@ = 2 —42° 422 — 2 en el anilloA(0;1,2)
y en el semiplano de la derecha.

15. Determinese el nimero de ceros del polinomie 5% + 112° 4+ 4z+ 1 en el semiplano de
la derecha y en el disco unidad.

16. Dado O< p < 1, pruébese que, pane N suficientemente grande, el polinomio
Pa(z) =142z+32+---+n2"?
no se anula en el disdd(0, p).

17. Dadop > 0, pruébese que, panee N suficientemente grande, todos los ceros de la funcion

1 1 1
f(z2) =14+ —-+—+ ... —
n(2) T2tz Thg

se hallan en el discD(0,p).
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10.

Ejercicios de Analisis Complejo
Relacion 14: Representadn conforme y transformaciones de Mbius

. Pruébese que toda transformacion de Mobius, didimta identidad, tiene uno o dos puntos
fijos enC. Determinense todas las las transformaciones de Mohwrisienen:

a) co como Unico punto fijo,
b) 0 eco como puntos fijos.

. Dados dos niumeros complejos distindog b, hallese la ecuacion general de todas las cir-
cunferencias respecto de las cuaesb son simétricos. Pruébese que cualquier circunfe-

rencia que pase p@y b es ortogonal a cualquier circunferencia respecto de laaydl
son simétricos.

. Determinense todos los isomorfismos conformes del pooarante sobre el disco unidad.

. Obténganse un isomorfismo conforme del primer cuadearites la mitad superior del disco
unidad.

. Determinese, en cada uno de los siguientes casos, larndatjdominioQ por la transfor-
maciond :
a) Q={zeC:Rez>0,Imz>0}, ¢(2) = ;T_-:
b) Q={zeC:|7 <1, Imz>0}, ¢(2) = 2z |
N ' ’ ’ 24z
T z
C) {zeC:0<argz< 4}, $(2) —
d) Q={zeC:0<Rez< 1}, ¢(2) = g
e) Q={zeC:1< |7 <2}, ¢(2= ZTZl

. Encuéntrese una transformacién de Mobius que apliguwircunferencia unidad en una
recta vertical, el punto 4 en 0 y la circunferencia de centygddio 2 en si misma.

. Encuéntrese una transformacion de Mobius que apl&ciecunferencia unidad sobre la de
centro 1y radio 2, deje fijo el puntel y lleve el punto 0 al.

. Pruébese que el domin®@= {ze C: Rez> 0, |z— 2| > 1} es isomorfo al anillA(0;p, 1)
para conveniente valor gecon 0< p < 1.

. Pruébese que el dominfd = {zeC: |7 < 5, |z— 2| > 2} es isomorfo al anillcA(O;p, 1)
para conveniente valor gecon 0< p < 1.

Seap una transformacion de Mobius con dos puntos fidsc C. Pruébese qué puede

expresarse de la forma:
¢(z)—a ,z-a
d(z)—b z—b

para conveniente valor dec C*. Dedlzcase que:
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

a) Toda recta o circunferencia que paseagib se aplica pop en si misma si, y solo sk
es real.

b) Toda recta o circunferencia respecto de la enab sean puntos simétricos se aplica por
¢ en si misma si, y s6lo sip| = 1.

Hallese una transformacion de Mobius que deje iaméei la circunferencia de centro 0 y
radio 5y tenga 5 como Gnico punto fijo.

Constrilyase un isomorfismo conformetiesobreQ, en cada uno de los siguientes casos:

a) Q1 ={zeC":|argz < /4}, Q»=D(0,1)

b) Q1 ={zeC:|z—1 < V2, |z+1 <V2}, Q,=D(0,1)

0) Q1 ={zeC:Rez>0,|z—1 <2}, Q,=D(0,1)

d) Q1={zeC:|7 <1,Imz>0}, Qy={zeC:Imz> 0}

e Q1 ={zeC:0<argz< 3,0< |z <1}, Q2=D(0,1)

f) Q1 =D(0,1)N{zeC:|z+iV3| > 2}, Qo= {zeC:Imz> 0}

g Qi1 =C\{xeR:x<1}, Q,=D(0,1)

h) Q1 =C\{xeR:|x| > 1}, Q»=D(0,1)

i) Q1={zeC:|7 <1,|2z—1] > 1}, Q,=D(0,1)
Seaf una funcion holomorfa en el disco unidad, verificando ¢@@) = 1, f'(0) = 2i y
Ref(z) > 0 para todzenD(0,1). Pruébese qué(z) = % para todaze D(0,1)
Sean & r < R, 0<s< Sy a,b dos nUmeros complejos. Pruébese que para que exista

una transformacion de Mobius que aplique el ani\l@; r,R) sobre el anilloA(b;s,S) es
condicibn necesaria y suficiente geér = S/s.

¢ Puede existir un isomorfismo conforme entre los ami{0s0, 1) y A(0; 1, 2)? Justifiquese
la respuesta.

Seanf y g transformaciones de Mobius ninguna de ellas igual a latid@sh Estldiese la
relacion existente entre las afirmaciones siguientes:

a) f y g conmutan, es decif,(g(z)) = g(f(2)) para todee C.

b) f y g tienen los mismos puntos fijos.

Pruébese que una funcién holomorfa del disco unidailmismo que tiene dos puntos fijos
es igual a la identidad.

Constryase un isomorfismo conforme del dominio
Q={zeC:|z—-1| <1, |z—i| < 1}

sobre el disco unidad.
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19.

20.

21.

22.

23.

24,

25,

26.

Pruébese que, para conveniente valgs den 0< p < 1, el dominio
Q={zeC:Rez>0,|z—1| > p}

es isomorfo al anillcA(0;1,2) y describanse todas las transformaciones de Mobius que
aplicanQ sobreA(0; 1, 2).

Constryase un isomorfismo conforme del dominio
Q={zeC:|Z>2 |z—V2| < V2}
sobre la mitad del disco unidad abierto que esta contemi@h ®miplano superior.

Constrllyase un isomorfismo conforme del dominio

1—i

Q:{zec:|m<z><07 Z_T‘>%}

sobre el disco unidad abierto.

Constrilyase un isomorfismo conforme del dominio

z+§i >§
4 4

sobre la mitad del disco unidad abierto que esta contemi@h gmiplano superior.

Q:{ze(c:\z\<1,

Constrilyase un isomorfismo conformhedel dominio
T
Q= {ze(C* slarg(2)| < Z}

sobre el disco unidad, verificando gpEl) =0y $(2) = % Justifiqguese que tal isomorfismo
es Gnico.

SedaF un conjunto de funciones holomorfas B(0,1). Supongamos qué&’ = {f': f € F}
es un conjunto relativamente compactd/é(D(0,1)) y que el conjuntd f(0) : f € F} esta
acotado. Pruébese gfees relativamente compacto.

SedF un conjunto de funciones holomorfas B0, 1) verificando que:

a) Ref(z) > 0 paratodaee D(0,1) y para todaf € F;

b) El conjunto{ f (0) : f € F}esta acotado.

Pruébese qu# es relativamente compacto (D(0,1)).

Sead = {f ¢ H(D(0,1)) : f(0) =0, |f("(0)| < (n+1)! YneN}. Pruébese qué es com-
pacto ernfH((D(0,1)).
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